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Dojèntwn dedomènwn X = x jèloume na

problèyoume/ektim svoume k.a mia posvìthta, èsvtw ω .

H svun jhc diadikasvÐa basvizetai svthn katagraf  twn

upoy fiwn montèlwn kai thn epilog  tou epikratèsvterou me

basvh (k�poio) krÐthrio.
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Epilog  b�svh KrithrÐwn PlhroforÐac

Orisvmìc

H posvìthta ICn(qγ ) =−2logL+ αn, α > 0 eÐnai èna Genikeumèno

Krit rio PlhroforÐac (GIC) an kai mono an limn→∞
α

n
= 0.

Gnwsvt� Krit ria PlhroforÐac

IC α

AIC 2

BIC logn

HC (c) c log logn
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Probl mata diadikasvi¸n epilog c

Probl mata epilog c montèlou

Auxhmèno svf�lma TÔpou I/Esvfalmèna �svten�� d.e.

Merik� apotelèsvmata svqetik� me ta Krit ria PlhroforÐac...

(AIC) EÐnai apodotikì ⇒ Arijmìc anamenìmenwn

metablht¸n �lanjasvmènhc� epilog c > 0.

(BIC) EÐnai svunepèc ⇒ Arijmìc anamenìmenwn metablht¸n

�svwsvt c� epilog c < 0. (Claeskens & Hjort, 2008)

To HC (c), c > 1 elaqisvtopoieÐ ton arijmì anamenìmenwn

metablht¸n �svwsvt c� epilog c tic opoiec paraleÐpei na

epilexei to BIC.
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...

Qr svh perisvsvìterwn montèlwn gia svumperasvmatologÐa.

H prwtarqik  svqèsvh...

E (ω|y) = ∑
γ

E (ω|y ,γ)π(γ|y ).

Bèltisvth ektÐmhsvh (wc proc to MTS).

Bèltisvth prìbleyh wc proc to logarijmikì kanìna tou Good.
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To (Mpeôzianì) Grammikì Montèlo

Klasvsvikì grammikì montèlo

Y = α +Xβ + ε, ε ∼ Nn(0,σ2In).

Mpeôzian  prosvj kh...

(α,β ,σ2) ∼ p(α,β ,σ2),
γ ∼ π(γ).

Sun jhc montelopoÐhsvh

π(γ), p.q Diwnumik ,Poisson

p(α,β , |σ2,γ), kanonik 

p(σ2, |γ), antÐsvtrofh g�mma
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Hoeting, Raftery & Madigan (1997)

π(γ) = 2−p,

p(θ |σ2,γ)∼ Nqγ+1(θ̃γ , σ2Σ−1),θ = (α,β )

p(σ2|γ)∼ IG (ν/2, νλ/2)

Ek twn protèrwn epilogèc

θ̃γ = (ȳ ,0,0, . . . ,0),

Σ =

(
diag{s−2Y ,

s2X1
φ

,
s2X2
φ

, . . . , ,
s2Xp
φ
}
)−1

,

(ν ,λ ,φ) = (2.58,0.28,2.85).
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Zellner

π(γ) = 2−p,

p(β |σ2,γ)∼ Nqγ+1(β̃γ , σ2Σ−1),

p(α,σ2|γ) ∝ σ−2.

Ek twn protèrwn epilogèc

θ̃γ = 0,

Σ = φ
(
XTX

)−1
,

φ = n, p2, max(n,p2).

Ek twn usvtèrwn katanomèc

Συζυγία...
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Zellner

π(γ) = 2−p,

p(β |σ2,γ)∼ Nqγ+1(β̃γ , σ2Σ−1),
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Algìrijmoi ulopoÐhsvhc

Gegonìc (anasvtaltikì)...

O arijmìc twn upoy fiwn montèlwn (svun jwc) eÐnai svhmantikìc
(e�n oqi ter�svtioc), 2p .

Sunèpeiec...

Den eÐnai dunat  h exantlhtik  an�lusvh tou svunìlou touc.

Den eÐnai �eÔkoloc� o upologisvmìc twn ek twn usvtèrwn

pijanot twn.



Antimet¸pisvh tou probl matoc

Prosvègisvh thc ek twn usvtèrwn pijanof�neiac.

El�ttwsvh tou svunìlou twn upoyhfiwn montèlwn.



Occam's Window

B ma 1. Brec to montèlo me th mègisvth ek twn usvtèrwn

pijanìthta.

B ma 2. Sqhm�tisve to svÔnolo A = {γ :
maxγ π(γ|y)

π(γ|y) ≤ u}
gia èna u tètoio ¸svte to svÔnolo na mhn eÐnai mikrì

  uperbolik� meg�lo.

B ma 3. Sqhm�tisve to svÔnolo

B=
{

γ ′ : ∃γεΓ,γ b γ ′, π(γ|y)
π(γ ′|y) > 1

}
.

B ma 4. To zhtoÔmeno svÔnolo eÐnai to Γ′ = B−A .



ErgaleÐa...

leaps & bounds

BIC

B mata BIC...

B ma 2

BICγ ≤ BICγ∗+2 logu.

B ma 3

BICγ ′ ≤ BICγ .



rJ-MCMC

'Esvtw ìti brisvkìmasvte svto montèlo γ , me parametrikì di�nusvma
θγ .

B ma 1. Prìteine th metakÐnhsvh svto montèlo γ ′ me
pijanìthta j(γ ′|γ).

B ma 2. P�re èna di�nusvma u apì thn ϕ(u|θγ ,γ
′,γ)

di�svtasvhc |dim(γ ′)−dim(γ)|.
B ma 3. Jèsve (θγ ′ ,u

′) = hγ,γ ′(θγ ,u), gia hγ,γ ′(•,•) mia
antisvtreyimh svunarthsvh. Tìte
dim(γ ′) +dim(u′) = dim(γ) +dim(u).

B ma 4. Apodèxou thn metakÐnhsvh me pijanìthta

α = 1∧ p(y |θ
γ ′ ,γ
′)π(θ

γ ′ |γ ′)π(γ ′)j(γ|γ ′)
p(y |θγ ,γ)π(θγ |γ)π(γ)j(γ ′|γ)

ϕ(u′|θ
γ ′ ,γ
′,γ)

ϕ(u|θγ ,γ ′,γ ′)

∂h
γ,γ ′ (θγ ,u)

d(θγ ,u)



Aplopoi sveic tou algìrijmou

Gia ta montèla HRM & Zellner

Qr svh thc p(θγ |y ,γ) wc katanom c prìtasvhc, φ(u|θγ ,γ
′,γ).

Uiojèthsvh svummetrik c katanom c met�basvhc

(j(γ ′|γ) = j(γ|γ ′)).
Omoiìmorfh katanom  svto Γ.

α = 1∧ π(γ ′|y)
π(γ|y)

EidikoÐ algìrijmoi

In-Out : MCMCMC   MC 3

In-Out & Swap : rJ−MCMC
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To prìblhma...

O Ehrlich (1973) je¸rhsve ìti h parabatik  svumperifor� eÐnai

apotèlesvma logik c oikonomik c apìfasvhc kaj¸c kai ìti h

pijanìthta timwrÐac aut c thc apìfasvhc dra anasvtaltik� wc

proc th l yh miac tètoiac apìfasvhc. To svÔnolo dedomènwn

pou melethsve apoteleÐtai apì ta dedomèna 47 politei¸n twn

H.P.A to ètoc 1960. H metablht  (y) eÐnai h exarthmènh en¸ oi

kÔriec metablhtèc eÐnai h pijanìthta ful�kisvhc (Prob) kai o
mèsvoc qrìnoc ful�kisvhc sve politeiakèc fulakèc (Time).
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Metablhtèc

M Posvosvtì andr¸n hlikÐac 14-24

So DeÐktria metablht  Nìtiac PoliteÐac

Ed Mèsvoc qrìnoc ekpaÐdeusvhc

Po1 Asvtunomikèc dap�nec (1960)

Po2 Asvtunomikèc dap�nec (1959)

LF AnalogÐa svummetoq c ergatikoÔ dunamikoÔ

M.F Arijmìc andr¸n an� 1000 gunaÐkec

Pop Plhjusvmìc PoliteÐac

NW Arijmìc mh leuk¸n ana 1000 polÐtec

M. Parzak¸nhc BMA



U1 Lìgoc anergÐac gia katoÐkouc asvtik¸n kèntrwn hlikÐac 14-24

U2 Lìgoc anergÐac gia katoÐkouc asvtik¸n kèntrwn hlikÐac 35-39

GDP Kat� kefal n AEP

Ineq Anisvìthta Eisvod matoc

Prob Pijanìthta ful�kisvhc

Time Mèsvoc qrìnoc ful�kisvhc sve politeiakèc fulakèc

y AnalogÐa kat� kefal  egklhm�twn gia mia svugkekrimènh kathgorÐa



Apotelèsvmata...

HRM Zellner

MC3 Occam's Window MC3 RJMCMC Stepwise

M 0.65 0.92 0.65 0.64 *

So 0.17 0.04 0.13 0.12

Ed 0.85 0.99 0.80 0.79 *

Po1 0.64 0.53 0.56 0.55

Po2 0.59 0.47 0.47 0.48

LF 0.10 0.03 0.11 0.11

M.F 0.10 0.07 0.11 0.11

Pop 0.22 0.36 0.19 0.19 *



MC3 Occam's Window MC3 RJMCMC Stepwise

NW 0.36 0.59 0.25 0.25 *

U1 0.10 0.12 0.10 0.11

U2 0.25 0.64 0.24 0.24 *

GDP 0.22 0.18 0.12 0.12 *

Ineq 0.97 1.00 0.96 0.96 *

Prob 0.61 0.91 0.56 0.56 *



HRM Zellner Stepwise

RMSE 0.187 0.231 0.253

HRM Zellner

MC3 Occam's Window MC3 RJMCMC

E(q|y) 6.97 6.29 6.80 6.78

HRM Zellner

MC3 Occam's Window MC3 RJMCMC

Epanal yeic 800.000 - 800.000 800.000

% Visits 4.55 - 16.36 12.85

Epilegènta montèla - 102 - -

ρ > 0.95 - > 0.95 > 0.95



M So Ed Po1 Po2 LF M.F Pop

HRM (Occam's) E(βi |y) 1.30 0.06 2.14 0.54 0.48 0.20 -0.20 -0.03

√
Var(βi |y) 0.68 0.04 0.72 0.56 0.55 0.16 0.89 0.05

Zellner (MC3) E(βi |y) 1.09 0.03 1.84 0.68 0.35 0.03 0.06 -0.02

√
Var(βi |y) 0.73 0.08 0.62 0.54 0.52 0.21 0.58 0.04

Pl rec* E(βi |y) 2.52** 0.14 2.14** 0.55 0.22 1.27** -4.03** 0.04

NW U1 U2 GDP Ineq Prob Time

HRM (Occam's ) E(βi |y) 0.07 -0.02 0.22 0.12 1.47 -0.21 -0.09

√
Var(βi |y) 0.07 0.16 0.23 0.32 0.41 0.12 0.18

Zellner (MC^{3}) E(βi |y) 0.05 -0.01 0.16 0.12 1.45 -0.19 -0.05

√
Var(βi |y) 0.06 0.12 0.20 0.31 0.35 0.12 0.13

Pl rec* E(βi |y) 0.05 -0.09 0.46** 0.71** 1.68** 0.45** -0.73**



Ek twn usvtèrwn katanomèc twn svuntelesvt¸n



MC
3 vs rJ−MCMC



Statisvtik  praktik 
BMA...

Efarmog 
Peraitèrw jèmata svth BMA

Sumper�svmata

Enallaktikìc prosvdiorisvmìc twn wi

To w wc tuqaÐa metablht 
Empeirik  ektÐmhsvh tou φ

H katanom  twn Zellner-Siow

M. Parzak¸nhc BMA



Statisvtik  praktik 
BMA...

Efarmog 
Peraitèrw jèmata svth BMA

Sumper�svmata

Enallaktikìc prosvdiorisvmìc twn wi

To w wc tuqaÐa metablht 
Empeirik  ektÐmhsvh tou φ

H katanom  twn Zellner-Siow

�

1 Statisvtik  praktik 

Epilog  b�svh KrithrÐwn PlhroforÐac

Probl mata diadikasvi¸n epilog c

2 BMA...
H basvik  idèa

Basvikèc Ulopoi sveic

Algìrijmoi ulopoÐhsvhc

3 Efarmog 

4 Peraitèrw jèmata svth BMA

Enallaktikìc prosvdiorisvmìc twn wi

To w wc tuqaÐa metablht 

Empeirik  ektÐmhsvh tou φ

H katanom  twn Zellner-Siow

M. Parzak¸nhc BMA





Statisvtik  praktik 
BMA...

Efarmog 
Peraitèrw jèmata svth BMA

Sumper�svmata

Enallaktikìc prosvdiorisvmìc twn wi

To w wc tuqaÐa metablht 
Empeirik  ektÐmhsvh tou φ

H katanom  twn Zellner-Siow

H prosvèggisvh twn Sellke et al.(2001) mporeÐ na qrhsvimopoihjeÐ wc

ek twn protèrwn pijanìthta gia thn svumperÐlhyh thc Xi sve èna

montèlo

wi =
1

1− ePr(|T | ≥ t) logPr(|T | ≥ t)
, Pr(|T | ≥ t)≤ e−1.
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Jewr¸ntac ìti h ek twn protèrwn katanom  thc w eÐnai

Be(τ,λ ), τ,λ > 0 tìte h ek twn protèrwn katanom  tou

montèlou γ eÐnai

π(γ) =

(
p

qγ

)
B(qγ + τ,p−qγ + λ )

B(τ,λ )
, qγ = 0,1, ...,p,

dhlad  h Bb(p,τ,λ ).

τ,λ calibration

Gia τ = 1 arkeÐ na prosvdiorÐsvoume thn par�metro λ .
Basvizìmenoi svto gegonìc ìti E (γ) = τp

(τ+λ) mporoÔme na

gr�youme λ = p−q
q

ìpou q o ek twn protèrwn anamenìmenoc

arijmìc metablht¸n pou perilamb�netai svto montèlo.
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TopikoÐ EmpeirikoÐ ektimhtèc Bayes (tìsva φ ìsva kai montèla...)

O ektimht c eÐnai o

φ̂
E(L)
γ = (Fγ −1)∨0,

ìpou Fγ =
R2

γ /qγ

(1−R2
γ )/(n−qγ −1)

h svun jhc svtatisvtik 

svun�rthsvh gia ton èlegqo thc upìjesvhc βγ = 0.
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KajolikoÐ EmpeirikoÐ ektimhtèc Bayes (monadikì φ )

Se aut  thn perÐptwsvh o ektimht c eÐnai

φ̂
E(G)
γ = argmax

φ>0
∑
γ

π(γ)
(1+ φ)(n−qγ−1)[

φ
(
R2

γ −1
)

+1
]( n−12 )

 .

O φ̂
E(G)
γ den dÐnetai sve kleisvt  morf ...

LÔsvh

Efarmog  tou algìrijmou EM akolouj¸ntac touc Liang et al.

(2008).
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EM-algìrijmoc gia ton φ̂
E (G )
γ

Sthn i +1 epan�lhyh tou algorÐjmou

E-B ma. Upolìgisve tic epìmenec anamenìmenec timèc gia
k�je γ ∈ Γ

E (σ2|y ,γ, φ̂
(i)
γ ) =

n−1

SSY − φ̂
(i)
γ

1+φ̂
(i)
γ

SSR

,

E (γ|y , φ̂
(i)
γ ) =

p(y |γ, φ̂
(i)
γ )

∑
γ

p(y |γ, φ̂
(i)
γ )

.

M-B ma. O (trèqwn) ektimht c eÐnai

φ̂
(i+1)
γ =

∑
γ

E (γ|y , φ̂
(i)
γ )E (σ2|y ,γ, φ̂

(i)
γ )SSR

∑
γ

E (γ|y , φ̂
(i)
γ )qγ

−1

∨0.
B ma-elègqou. E�n |φ̂ (i+1)

γ − φ̂
(i)
γ |< ε tìte φ̂

E(G)
γ = φ̂

(i+1)
γ .



Statisvtik  praktik 
BMA...

Efarmog 
Peraitèrw jèmata svth BMA

Sumper�svmata

Enallaktikìc prosvdiorisvmìc twn wi

To w wc tuqaÐa metablht 
Empeirik  ektÐmhsvh tou φ

H katanom  twn Zellner-Siow

�

1 Statisvtik  praktik 

Epilog  b�svh KrithrÐwn PlhroforÐac

Probl mata diadikasvi¸n epilog c

2 BMA...
H basvik  idèa

Basvikèc Ulopoi sveic

Algìrijmoi ulopoÐhsvhc

3 Efarmog 

4 Peraitèrw jèmata svth BMA

Enallaktikìc prosvdiorisvmìc twn wi

To w wc tuqaÐa metablht 

Empeirik  ektÐmhsvh tou φ

H katanom  twn Zellner-Siow

M. Parzak¸nhc BMA



Information paradox

PO(γ;0) = c, c < ∞.

LÔsvh tou paradìxou...

Oi Liang et al. (2008) qrhsvimopoÐhsvan tic

π(βγ |σ2,γ) ∝
Γ(qγ/2)

πqγ/2

∣∣∣∣∣XT
γ Xγ

nσ2

∣∣∣∣∣
1/2(

1+ β
T
γ

XT
γ Xγ

nσ2
βγ

)−qγ/2

,

π(α,σ2) ∝ σ
−2, α ∈ R σ >0.



Idiìthtec thc Z-S katanom c

Gia thn ek twn protèrwn katanom  twn Zellner � Siow isvqÔoun

ta ex c :

EÐnai apallagmènh apì to �par�doxo thc plhroforÐac�.

EÐnai svunep c svthn epilog  tou pragmatikoÔ montèlou,

O BMA-ektimht c thc prìbleyhc upì thn ek twn protèrwn

katanom  twn Zellner � Siow eÐnai svunep c wc proc thn

prìbleyh.

HRM Zellner Stepwise Z-S

RMSE 0.1875916 0. 2312784 0.2537807 0.2665655



Sumper�svmata...

H BMA eÐnai pr�gmati apotelesvmatikìterh thc svun jouc

diadikasvÐac.

Ta paradosviak� montèla paramènoun isvqur� ènanti twn

neìterwn prosvjhk¸n (4.2 -4).

Me ti den asvqolhj kame...

ΓΓΜ

Χρονοσvειρές

Δέντρα

και πολλά άλλα...
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